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1 Propriété de la borne supérieure

Rappel : (R, <) est un ensemble ordonné. Cet ordre est total. Muni de cette relation d’ordre, on peut définir les notions
suivantes :

Définition 7.1 (Rappels : majorants, minorants)

Soient m, M deux réels et A C R. On dit que :

e A est majorée par M si tout élément de A est inférieur ouégalaM,cadVxc A x <M.
On dit aussi que M est un majorant de A.

e A est minorée par m si tout élément de A est supérieur ou égalam,cadVx €A x> m.
On dit aussi que m est un minorant de A.

A est majorée si A admet un majorant.
e A est minorée si A admet un minorant.

A est bornée si elle est a la fois majorée et minorée.

Définition 7.2 (Rappels : maximum, minimum)

Soit A C R. On dit que:
e M < R est le plus grand élément (ou le maximum) de A si M est un majorantde A et M € A.

o m € R est le plus petit élément (ou le minimum) de A si m est un minorantde A et m € A.

Le maximum et le minimum, lorsqu’ils existent, sont uniques. Ils sont notés :

maxA minA
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PartieA C R Minorée infA minA Majorée supA maxA
[0,1]
N

Q
10,1]

e

Attention, un majorant / maximum / “sup” / minorant / etc. doit étre un élément de R : il ne peut pas valoir +o0 ou —co
(sauf si on vous impose une convention...)

Définition 7.3 (NOUVEAU : borne inférieure et supérieure)

SoitA C R.

e Ondit que M € R estla borne supérieure de A si M est le plus petit des majorants de A.

e On dit que m € R estla borne inférieure de A sim est le plus grand des minorants de A.

La borne supérieure et la borne inférieure, lorsqu’ils existent, sont uniques. Elles sont notées :

supA infA

Proposition 7.4 (Axiome : propriété de la borne supérieure)

e Toute partie non vide et majorée de R admet une borne supérieure.

e Toute partie non vide et minorée de R admet une borne inférieure.

On dit que R possede la propriété de la borne supérieure.

Parenthese (Hors programme). C’est un axiome et une propriété fondamentale de R, inhérente a sa construction. Tres
grossiérement, cela veut dire que si une suite (u,),cn a valeurs dans R admet une limite finie, cette limite “ne sort pas de R”
et restera dans R.

Par contre, Q ne posséde pas la propriété de la borne supérieure : on peut trouver une suite a valeurs dans Q dont la limite
(finie) “sort de Q”. En utilisant le développement décimal de V2

V2 =1,4142135623...

on peut définir une suite u, :

up =1 ug = 1,4142
uy=1,4 us = 1,41421
uy = 1,41 ug = 1,414213
uz=1414 ..
Pour toutn € N, on a bien u,, € Q, et méme u,, € D : par exemple ug = % € D. Mais la limite de (u),cN est V2 qui

n’'appartient pas a Q. C’est une facon de prouver que QQ ne posséde pas la propriété de la borne supérieure.

G. Peltier 2/5



Nombres réels

Proposition 7.5

Soit A C R une partie non vide. Si A est majorée,

VxeA x<M

M = supA <=
Ve>0 dxeA x>M-—¢

De méme, si A est minorée,
Vx €A x>m

m = infA <—
Ve>0 dxe€A x<m+é€

On notera que, contrairement a maxA, le réel supA n'appartient pas forcément a A.

1
Exemple 1. On pose A = { ——|ne N}. Montrer que supA = 0.

n

Proposition 7.6

Soit A C R. Si A admet un maximum, alors A admet une borne supérieure et maxA = supA.
La réciproque est fausse (par exemple A = [0, 1]).

Démonstration. Soit M = maxA le maximum de A. Alors M est un majorant de A donc

VxeA x<M

Prouvons maintenant que
Ve>0 dxe€A x>M-—¢

Soit € > 0. On pose x =M € A. Alors M > M — €. Donc cette assertion est vraie. Ainsi, A admet une borne supérieure et
M = supA. O
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2 Approximation décimale d’un réel
Rappel : 'ensemble des nombres décimaux est noté

D::{%’aez,nEN}

s ooz . L . a
c’est 'ensemble des nombres qui s’écrivent avec un nombre fini de décimales. Si x = 1o aveca € Z etn € N, alors x

possede au plus n décimales.

1
Exemple 2. —

5 1
ZZWE]D)mals§¢]D).

1
Exemple 3. Plus généralement, étant donné k € N, on peut montrer que % € D si et seulement si k = 2759 avec p,q € N.

Proposition 7.7
: . | 10"x] -
Soient x € R et n € N. Le nombre décimal r,, = T € D vérifie
rm<x<r,+ 10
r, est appelé valeur approchée par défaut de x a 10~" pres.
Iy + To est appelé valeur approchée par exces de x a 10~" pres.
1 V2 e b3 -1
par défaut a 1073 pres 1,000 1,414 2,718 3,141
par exces a 1073 pres 1,001 1,415 2,719 3,142
Pour un réel , la valeur par défaut a 107" pres s’obtient en tronquant son développement décimal a la n-ieme
décimale.

3 Parties denses dans R

Proposition 7.8 (Partie dense)

Soit A une partie de R. Les deux assertions suivantes sont équivalentes :
(i) Pourtousx € R et € > 0, I'intervalle [x — €,x + €] contient au moins un élément de A.
(ii) Pour tous réels a, b avec a < b, I'intervalle [a, b] contient au moins un élément de A.

On dit alors que A est dense dans R.

Démonstration. Montrons que ces deux assertions sont équivalentes. Supposons que (ii) est vraie. Soitx € R et € > 0. En
posanta = x — € et b = x+ €, et en utilisant (ii), on obtient que [a,b] = [x — €,x + €] contient un élément de A. D’ot1 (i) est
vraie.

Réciproquement, supposons (i) vraie. Soient a,b € R avec a < b. On pose

a+b b—a
X =

0
, T
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En utilisant (i), 'intervalle [x — €, x + €] contient un élément de A. Or,
x—€=a x+€e=0b

etdonc [x — €,x+ €] = [a, b], ce qui montre (ii). O

| Théoréme 7.9 |

Les ensembles D, Q et R \ Q sont denses dans R.

Heuristique de la preuve. Soient a,b € R avec a < b. Montrons que [a,b] contient un élément de D, puis de Q et de R\ Q.

a+b SN
On pose x = — Pour tout n € N, on pose r, € D la valeur approchée de x a 10" pres. Pour n € N assez grand, on peut
montrer que
a<r,<x<b

et donc [a, b] contient r,, € D. Ainsi, D est dense dans R. Comme D C @, on a également r,, € Q, donc Q est dense dans R.

Enfin, comme Q est dense dans R, l'intervalle [ — v/2,b — v/2] contient un rationnel ¢ € Q. Donc [, b] contient g+ v/2. Or,
on peut montrer que g + V2eR \ @, ce qui entraine que R \ Q est dense dans R. O

Proposition 7.10

Soienta,b € R avec a < b. Lintervalle [a, b] contient une infinité de décimaux, de rationnels et d’irrationnels.

4 Compléments

Les intervalles de R

| Définition 7.11 |

On dit que X C R est un intervalle de R si

Va,peX  (a<b = [a,b]CX)

Tous les intervalles de R sont de formes biens connues : [a,b], [a,b], ]a,b] ou |a,b[ avec a,b € RU {—oo,+o0}, et avec
Iinterdiction de “fermer” en deo : [-5,... et ted].

La droite numérique achevée

Définition 7.12 (Droite numérique achevée)

Onnote R := RU{—oo,+o0}, 01 —oo et +o0 sont deux éléments qui ne sont pas dans R.

On prolonge a R l'ordre < défini sur R, avec les relations
Vx eR —o0 < x < o0

Avec cela, on montre que (R, <) est un ensemble ordonné, et que I'ordre est total.
En revanche, on ne peut pas définir les opérations +, —, X, etc. sur R, a cause de certaines opérations interdites comme
+o0—o0ou () X oo,
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